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Chapter 1

Introduction

Ce cours comprend deux parties. Un premier chapitre traite des extensions de
corps, en particulier des extensions algébriques et de leur manipulation algorith-
mique, en insistant sur le cas des corps finis. Un deuxième chapitre introduit la
notion de modules, et́etudie l’algorithmique des réseaux, qui sont les sous-Z-
modules deRn. En particulier, on discute l’algorithme LLL et ses applications.
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Chapter 2

Corps

2.1 Rappels

Dans cette partie, on rappelle des notions essentielles pour la suite vues en Li-
cence, et qui doivent̂etre parfaitement connues et maı̂trisées.

2.1.1 Quelques d́efinitions

On rappelle ici quelques notions vues en Licence et qui doiventêtre parfaitement
connues.

Un anneau est un triplet(A, +,×) où A est un ensemble,+ et× sont deux
lois internes appelées addition et multiplication.(A, +) est un groupe commutatif
de neutre not́e 0; la loi × poss̀ede un neutre noté 1 (d’autres auteurs disent que
l’anneau est unitaire). Elle est associative et distributive sur l’addition (et on omet
en ǵeńeral l’écriture du signe×: x×y = xy). On dit que l’anneau est commutatif
si la multiplication est commutative.

Exemple: Voici des exemples classiques d’anneaux:Z/nZ, Mn(A) les matrices
n× n à coefficients dans un anneauA, l’anneau des polyn̂omesA[X].

Le groupe des unitésA∗ de l’anneauA est l’ensemble deśeléments inversibles
de A, c’est-̀a-dire l’ensemble deśelémentsx de A pour lesquels il existey ∈
A tel quexy = yx = 1. Comme son nom l’indique, c’est un groupe pour la
multiplication.

Un élémentx deA est appeĺe un diviseur de źero s’il existey ∈ A \ {0} tel
quexy = 0. Un anneau sans diviseur de zéro est appelé un anneau intègre.

Exercice: DécrireA∗ dans les exemples préćedents.
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Définition 1 Un corpsK est un anneau commutatif dont toutélément non nul est
inversible. Autrement dit,K∗ = K \ {0}.

Exemple: Les corpsQ, R, C des nombres rationnels, réels, complexes. Les
résultats suivants ontét́e vus en Licence:Z/nZ est un corps si et seulement sin
est un nombre premier et, siK est lui-m̂eme un corps,K[X]/P (X)K[X] est un
corps si et seulement siP (X) est un polyn̂ome irŕeductible.

2.1.2 Quelques constructions

Les lois seront toujours notées+ et× et par conśequent omises dans les notations.
Ainsi, on remplace la notation(L, +,×) par son abŕeǵe: L.

Définition 2 SoitL un corps. Un sous-ensembleK ⊂ L deL est appeĺe un sous-
corps deL s’il est un corps pour les m̂emes lois que celles deL. On dit aussi que
L est une extension deK et on la noteL/K.

Remarque: Quand on manipule des extensions, il faut toujours préciser quels
sont les deux corps dont on parle. Par exemple,C est une extension deR mais
aussi deQ. Dans l’extensionL/K, K est appeĺe le corps de base.

Les propositions suivantes donnent des méthodes pour construire des corps:

Proposition 1 SoitL un corps etK1, K2 deux sous-corps deL.

• L’intersectionK1 ∩K2 est encore un sous-corps deL.

• Le compositumK1K2 deK1 etK2 est par d́efinition le plus petit sous-corps
deL qui contientK1 etK2. On a:

K1K2 = {s1

s2

| si =
∑
finies

xy, x ∈ K1, y ∈ K2 ets2 6= 0}.

Remarque: La notion de compositum de deux corps est un peu subtile. Attention
aux erreurs classiques: la réunion de deux corps n’est pas en géńeral un corps;
l’ensemble des produits{xy | x ∈ K1, y ∈ K2} non plus! Un exemplèa avoir en
tête est celui des fractions rationnelles: siL = K(X,Y ), prenonsK1 = K(X) et
K2 = K(Y ). Alors K1K2 = L. On se convainc facilement queK1 ∪ K2 n’est
pas un corps, ni m̂eme l’ensemble des produits!

Une autre construction importante est celle du corps des fractions d’un anneau
intègre. On en donne ici une définition informelle.
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Définition 3 SoitA un anneau int̀egre. Le corps des fractions deA, not́e Fr(A)
est le plus petit corps contenantA. C’est l’ensemble

Fr(A) = {a

b
| a ∈ A, b ∈ A \ {0}}.

Exercice: Expliquez pourquoi cette construction ne marche pas siA n’est pas
intègre.
Exercice: Quel est le corps de fractions deZ? deK[X]?

2.1.3 La caract́eristique

On d́efinit la caract́eristique d’un anneauA de neutre1 de la façon suivante:
l’application

φ : Z → A

n 7→ n.1

où n.1 = 1 + 1 + · · · + 1 avecn termes sin est positif etn.1 = (−1) + (−1) +
· · · + (−1) avec−n termes sin est ńegatif, est un homomorphisme d’anneaux.
Son noyau, qui est un idéal deZ, est donc de la forme:ker φ = cZ où c est un
entier positif.

Définition 4 Ce nombrec est appeĺe la caract́eristique deA, et est not́e car(A).
C’est le plus petit entier non nul tel quec.1 = 0, s’il existe. Sic.1 6= 0 sauf pour
c = 0, la caract́eristique deA estégaleà 0.

Remarque: Si car(A) = 0, alors l’homomorphismeφ est injectif, et l’anneauA
contient un sous-anneau isomorpheà Z. En particulier, l’anneauA est infini. La
réciproque bien ŝur est fausse:Z/2Z[X] est un anneau infini de caractéristique
2. Si car(A) = c > 0, l’anneauA contient un sous-anneau isomorpheà Z/cZ.
CommeZ/cZ n’est int̀egre que sic est un nombre premier, la carcatéristique d’un
anneau int̀egre et donc en particulier d’un corps est nécessairement un nombre
premier. Ainsi, on a:

Proposition 2 SoitK un corps. La caract́eristique deK estégaleà 0 si et seule-
ment siK contient un sous-corps isomorpheà Q. Sinon, la caract́eristique de
K est un nombre premierp et K contient un sous-corps isomorpheà Z/pZ. Ce
sous-corps est appelé sous-corps premier deK.

Si L/K est une extensions de corps, ils ont même caract́eristique et m̂eme
sous-corps premier.
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2.1.4 Polyn̂omes irréductibles

Soit K[X] l’anneau des polyn̂omesà coefficients dans le corpsK. On rappelle
que c’est un anneau euclidien, tout comme l’anneauZ, et que par conśequent
ces deux anneaux ont des propriét́es tr̀es similaires. En particulier, la notion de
polynôme irŕeductible est l’analogue de celle de nombre premier.

Définition 5 Un polyn̂omeP (X) ∈ K[X] est appeĺe polyn̂ome irŕeductible s’il
est de degŕe au moinśegal à 1 et s’il ne peut pas s’écrire P (X) = A(X)B(X)
où A(X) etB(X) sont des polyn̂omes non constants.

Remarque: On exclut dans la d́efinition des polyn̂omes irŕeductibles les polyn̂omes
de degŕe 0 car ce sont les inversibles deK[X] (K[X]∗ = K∗). De m̂eme on peut
toujours écrire P (X) = (λ)(λ−1P (X)) mais cela ne compte pas comme une
décomposition deP (X).

Remarque: Quand on discute de l’irréductibilit́e d’un polyn̂ome, il est essentiel
de pŕeciser sur quel corps on se place. Ainsi, le polynômeX2 + 1 est irŕeductible
surR mais pas surC!

Exercice: Trouvez tous les polyn̂omes irŕeductibles de degré au plus3 surF2.

Remarque: Irréductibilit́e et racines: Si un polynômeP (X) a une racineα dans
K, alors il est divisible parX − α. Il ne peut donĉetre irŕeductible surK, sauf
s’il est de degŕe1. La réciproque est fausse: il ne suffit pas qu’un polynôme n’ait
pas de racines dansK pour qu’il soit irŕeductible, sauf s’il est de degré au plus3.

Un résultat essentiel, comme dansZ, est la d́ecomposition en produit d’irréductibles.
Pour qu’elle soit unique, on se restreint aux polynômes irŕeductibles unitaires (voir
la remarque pŕećedente).

Théorème 1 Tout polyn̂omeP (X) s’écrit de façon uniquèa l’ordre près desPi:

P (X) = λP1(X)n1 . . . Pr(X)nr

où lesPi sont des polyn̂omes irŕeductibles unitaires, deux̀a deux distincts,λ ∈ K
etni ∈ N.

Comme dansZ, on d́efinit la notion de PGCD, PPCM (que l’on prend unitaires
pour qu’ils soient uniques), et on a le théor̀eme de Bezout:
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Théorème 2 SiD(X) = PGCD(P (X), Q(X)), il existe des polyn̂omes U(X),V(X)
tels que:

D(X) = U(X)P (X) + V (X)Q(X).

De plus les polyn̂omesD(X), U(X), V (X) se calculent par l’algorithme d’Euclide.

2.1.5 Le quotientK[X]/P (X)K[X]

La construction ǵeńerale du quotient d’un anneau par un idéal de cet anneau
s’appliqueà l’anneauK[X] et à l’idéal principalP (X)K[X] qui est l’ensemble
des multiples deP (X). La surjection canonique

s : K[X] → K[X]/P (X)K[X]

a pour noyauker s = P (X)K[X].En supposant que le polynômeP est non con-
stant, on voit que la restriction des à K est injective. On peut donc identifierK
ets(K). Notonsx = s(X). On a donc les propriét́es importantes suivantes:

• P (x) = 0.

• Si Q(x) = 0 alorsP (X) diviseQ(X).

Proposition 3 SoitA = K[X]/P (X)K[X]. On posed = deg(P ).

1. car(A) = car(K).

2. Toutélémenty deA s’écrit de façon uniquey = a0+a1x+a2x+. . . ad−1x
d−1.

3. Avec les notations préćedentes,y est inversible si et seulement si le polynôme
a0 + a1X + a2X + . . . ad−1X

d−1 est premier̀a P (X).

4. A est un corps si et seulement siP (X) est irréductible.

Remarque: Notonsy = Q(x) ∈ A. Ainsi, pour savoir siy est inversible dans
A, il suffit de calculer le pgcd deQ et P . De plus, le th́eor̀eme de Bezout et
l’algorithme d’Euclide fournissent une ḿethode algorithmique pour calculer ef-
fectivement l’inverse dey sous la forme (2). En effet, siU et V sont tels que
1 = U(X)P (X) + V (X)Q(X), alors on a dansA la relation: 1 = V (x)Q(x)
(puisqueP (x) = 0). L’inverse dey est donćegalàV (x).
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2.2 Extensions alǵebriques

À partir de maintenant, on fait des démonstrations...

2.2.1 Degŕe d’une extension

Soit L/K une extension de corps. AlorsL est aussi un espace vectoriel surK!
En effet, puisqu’on peut multiplier entre eux leséléments deK et ceux deL, cette
multiplication d́efinit la loi externe d’espaces vectoriels. Ce point de vue est très
important pour l’́etude des extensions.
Exemple: Le corpsC est unR-espace vectoriel de dimension2. Une base est
(1, i). Le corpsC est aussi unQ-espace vectoriel, cette fois-ci de dimension
infinie (car il est non d́enombrable..).

Exemple: Le corps des fractions rationnellesK(X) est unK-espace vectoriel de
dimension infinie.

Exemple: Si L = K[X]/P (X)K[X], et siP est de degŕe d, L est unK-espace
vectoriel de base(1, x, . . . , xd−1) (c’est exactement ce que dit la Proposition 3).

Définition 6 SoitL/K une extension de corps. On appelle degré de l’extension,
et on note[L : K], la dimension deL commeK-espace vectoriel ([L : K] = ∞
si cette dimension est infinie).

Exemple: [C : R] = 2.

Proposition 4 SoitK ⊂ M ⊂ L. Supposons que l’extensionL/K soit de degŕe
fini. Alors les extensionsL/M et M/K sont de degŕes finis, et on a:[L : K] =
[L : M ][M : K].

Preuve: M est unK-sous-espace vectoriel deL. Si L est de dimension finie sur
K, a fortiori M aussi. Une base deL surK est une famille ǵeńeratrice deL sur
M ; L est donc aussi de dimension finie surM .

Soit maintenant(e1, . . . , er) une base deL surM et soit(f1, . . . , fs) une base
de M sur K. Nous allons montrer que l’ensemble deseifj avec1 ≤ i ≤ r et
1 ≤ j ≤ s est une base deL surK. Cela fait bienrs élément, ce qui d́emontre la
proposition.

Montrons que c’est une famille géńeratrice deL sur K: soit x ∈ L. Par
définition desei, il existeλi ∈ M tels que

x =
r∑

i=1

λiei.

8



Comme lesλi appartiennent̀aM , par d́efinition desfj, il existe desµi,j ∈ K tels
que

λi =
s∑

j=1

µi,jfj.

Finalement, on a:

x =
∑
i,j

µi,jeifj

et lesµi,j étant dansK, cela montre bien que la famille deseifj est ǵeńeratrice de
L surK.

Pour montrer que ceśeléments sont libres surK, partons d’une combinaison
linéaire nulle ∑

i,j

µi,jeifj = 0

que l’on peut́ecrire ∑
i

(
∑

j

µi,jfj)ei = 0.

On utilise le fait que lesei sont libres surM pour conclure que, pour tout1 ≤ i ≤
r, ∑

j

µi,jfj = 0,

puis que lesfj sont libres surK pour obtenir queµi,j = 0 pour tout1 ≤ i ≤ r et
tout1 ≤ j ≤ s.

2.2.2 Élément alǵebrique, extension alǵebrique

SoitL/K une extension de corps.

Définition 7 Un élémentα deL est dit alǵebrique surK s’il existe un polyn̂ome
P (X) ∈ K[X] non nul tel queP (α) = 0. Siα n’est pas alǵebrique, on dit qu’il
est transcendant.

Si tout élément deL est alǵebrique surK, on dit que l’extensionL/K est
algébrique.
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Exemple: Si α ∈ K, il est alǵebrique surK puisque racine du polynômeX−α ∈
K[X]!

Exemple: Les élémentsi,
√

2 sont alǵebriques surQ car racine respectivement
des polyn̂omesX2 + 1 etX2 − 2.

Si z ∈ C, le polyn̂ome(X − z)(X − z) està coefficients ŕeels. Cela mon-
tre que tout nombre complexe est algébrique surR, et que l’extensionC/R est
algébrique. Par contre, l’extensionC/Q n’est pas alǵebrique (on peut montrer
que si elle l’́etait,C serait d́enombrable). Cette argument de dénombrabilit́e mon-
tre l’existence de nombres transcendants surQ, et m̂eme dans un certain sens
montre que presque tous les nombres complexes sont transcendants. Toutefois, il
est en ǵeńeral difficile pour un nombre donné de d́emontrer qu’il est transcendant
(par exemplee etπ le sont mais cela n’áet́e d́emontŕe qu’au XIXème).

Le fait que l’extensionC/R soit alǵebrique est aussi une conséquence du
théor̀eme plus ǵeńeral suivant:

Théorème 3 Toute extension de degré fini est alǵebrique.

Preuve: Soit L/K une extension de degré fini, et notonsn = [L : K]. Soit
α ∈ L. Il faut donc trouver un polyn̂omeP non nul,à coefficients dansK, tel
queP (α) = 0. Mais la conditionP (α) = 0 revient à dire que les puissances
successives deα sont líees surK. L’id ée est que, si l’on prend plus de puissances
que la dimensionn deL surK, elles sont en effet ńecessairement liées.

Remarque: Il ne faut pas croire que la réciproque soit vraie. En effet, il existe des
extensions alǵebriques de degré infini, bien que nous ne nous en préoccuperons
pas trop ici.

2.2.3 Polyn̂ome minimal

Si α est alǵebrique, il y a en fait une infinité de polyn̂omes tels queP (α) = 0
puisque les multiples deP vont aussi v́erifier cette propríet́e. On peut facilement
décrire tous ces polyn̂omes:

Proposition 5 SoitL/K une extension et soitα ∈ L un élément alǵebrique sur
K. Il existe un unique polyn̂ome unitaire non nulPα(X) ∈ K[X] de degŕe min-
imal tel quePα(α) = 0. Pour tout polyn̂omeQ ∈ K[X], la conditionQ(α) = 0
équivautà Pα(X) diviseQ(X). On dit quePα est le polyn̂ome minimal deα sur
K.
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Preuve: L’ensembleI = {Q(X) ∈ K[X] | Q(α) = 0} est un id́eal deK[X],
qui est un anneau principal. Cet idéal est donc principal, non réduit à {0} si α
est alǵebrique, et donc engendré par le polyn̂ome unitaire de plus petit degré qu’il
contient.

Définition 8 On appelle degŕe deα surK, le degŕe de son polyn̂ome minimal sur
K, et on le notedegK(α) , oudeg(α) quand il n’y a pas d’ambiguit́e surK.

Proposition 6 SoitL/K une extension et soitα ∈ L. On noteK[α] l’ensemble

K[α] = {Q(α) | Q ∈ K[X]}.

C’est le plus petit sous-anneau deL contenantK etα.
On noteK(α) l’ensemble

K(α) = {P (α)

Q(α)
| P, Q ∈ K[X] etQ(α) 6= 0}.

C’est le plus petit sous-corps deL contenantK etα.

Preuve: Soit A un sous-anneau deL contenantK et α. Alors A contient les
puissances deα, les produits de ces puissances avec deséléments deK, et les
sommes de ces termes. Bref,A contient tous lesQ(α) avecQ ∈ K[X], soitK[α].
Clairement,K[α] est un sous-anneau deL, c’est donc le plus petit. Les propriét́es
deK(α) se montrent de la m̂eme manìere.

Remarque: On ǵeńeralise facilement ses notions au cas ded élémentsα1, . . . , αd.
On noteK[α1, . . . , αd] etK(α1, . . . , αd) respectivement le plus petit sous-anneau
et le plus petit sous-corps deL contenantK etα1, . . . , αd.

Théorème 4 SoitL/K une extension et soitα ∈ L un élément alǵebrique .

1. Le polyn̂ome minimal deα surK, Pα, est irréductible surK, et

K[α] ' K[X]/Pα(X)K[X].

2. K[α] = K(α)
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3. [K(α) : K] = deg(Pα) = deg(α).

Preuve: On d́efinit un homomorphisme d’anneaux deK[X] dansL en posant:

φ : K[X] → L (2.1)

P (X) 7→ P (α) (2.2)

Clairement,Im φ = K[α] et ker φ = Pα(X)K[X]. Par le th́eor̀eme de factorisa-
tion, on obtient l’isomorphisme annoncé.

CommeK[α] ⊂ L, c’est un anneau intègre. Ainsi, le quotient
K[X]/Pα(X)K[X] est int̀egre, ce quíequivaut au fait quePα soit irréductible sur
K. Alors, ce quotient est un corps, et doncégalementK[α]. CommeK[α] ⊂
K(α), et que ce dernier est d’après la Proposition préćedente le plus petit corps
contenantK etα, on a l’égalit́eK[α] = K(α).

Remarque: D’après la d́emonstration pŕećedente, lorsqueα est transcendant,
K[X] ' K[α].

Le théor̀eme pŕećedent montre que la manipulation pratique deséléments
de K[α] est tr̀es facileà partir du polyn̂ome minimal deα. En effet, sid =
deg(α), la donńee d’unélémenty de K[α] est équivalentèa celle d’und-uplet
(λ0, . . . , λd−1) ∈ Kd tel quey = λ0 + λ1α + · · ·+ λd−1α

d−1. L’addition de deux
éléments s’effectue termèa terme; la multiplication fait intervenir la réduction
moduloPα. Enfin, comme expliqúe au paragraphe 2.1.5, l’inverse d’unélément
se calcule gr̂aceà l’algorithme d’Euclidéetendu.

Ces consid́erations expliquent pourquoi on s’intéressèa la question suivante:
étant donńee une extensions algébrique finieL/K, existe-t-il unélémentα tel que
L = K[α], et mieux encore, peut-on calculer algorithmiquement un telélément
ainsi que son polyn̂ome minimal? Par exemple, peut-on trouver un telélément
pourL = Q(

√
2,
√

3)? Le th́eor̀eme de l’́elément primitif donne une réponsèa
ces questions. Nous allons en donner une version restreinte, mais suffisante pour
les cas que nous rencontrerons. Avant cela, nous avons besoin de la notion de
corps de d́ecomposition d’un polyn̂ome.

2.2.4 Corps de rupture, de d́ecomposition, alǵebriquement clos

Un polyn̂omeP à coefficients dans un corpsK n’a pas forćement de racines dans
K, ce qui est parfois fort ǵenant. En fait, on peut toujours augmenter le corpsK
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pour y trouver des racines deP . Typiquement, le corpsC des nombres complexes
a ét́e construit pour y avoir les racines deX2 + 1.

Proposition 7 SoitK un corps et soitP (X) ∈ K[X].

1. Il existe une extension finieL/K telle queP (X) a au moins une racinea
dansL. Un tel corpsL s’appelle un corps de rupture deP . DansL[X],
P (X) est divisible parX − a.

2. Il existe une extension finieL/K telle queP (X) a exactementdeg(P )
racines dansL (compt́ees avec leur multiplicité). Un tel corpsL s’appelle
un corps de d́ecomposition deP . DansL[X], P (X) est produit de facteurs
de degŕe1.

3. Un corpsL est dit alǵebriquement clos si tout polynôme deL[X] a au moins
une racine dansL. Alors tout polyn̂ome deL[X] a toutes ses racines dans
L, et se factorise dansL[X] en un produit de polyn̂omes du premier degré.

4. Tout corpsK poss̀ede une cl̂oture alǵebrique c’est-̀a-dire un sur-corps alǵebriquement
clos, et minimal pour cette propriét́e. De plus celle-ci est uniquèa isomor-
phisme pr̀es.

Preuve: La construction d’un corps de rupture pourP est facile. En effet, con-
sidéronsR(X) un facteur irŕeductible deP (X). Soit
L := K[X]/R(X)K[X]. C’est un corps contenantK, et six est l’image dans
L de X, R(x) = 0 donc aussiP (x) = 0. L est donc un corps de rupture de
P . Remarquez que si on considère directement le quotientK[X]/P (X)K[X], on
obtient un anneau qui n’est pas en géńeral un corps. C’est pour cela qu’on passe
par un facteur irŕeductible deP .

On peut it́erer cette construction en remplaçantK parL etP (X) parP (X)/(X−
x); en au plusdeg(P ) étapes, on obtient un corps extension finie deK qui contient
toutes les racines deP .

La construction d’une clôture alǵebrique est plus subtile et nous ne la démontrerons
pas ici. Toutefois son existence est assez intuitive.

Exemple: Le premier exemple de corps algébriquement clos est le corpsC des
nombres complexes. C’est donc une clôture alǵebrique pourR (il est minimal
puisque de degré 2!). On peut montrer qu’une clôture alǵebrique deQ est de
dimension infinie surQ mais est d́enombrable. Ce n’est donc pasC!
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2.2.5 Th́eorème de l’́elément primitif

Théorème 5 [Théor̀eme de l’́elément primitif] SoitL/K une extension finie. On
suppose soit queK est fini, soit quecar(K) = 0. Alors, il existe uńelémentα deL
tel queL = K(α). Un tel élémentα est appeĺe unélément primitif de l’extension
L/K.

Preuve: On va laisser pour le prochain chapitre le cas des corps finis. Supposons
quecar(K) = 0; alors le corpsK est infini, ce qui vâetre crucial dans la suite.

Montrons d’abord qu’un polyn̂ome irŕeductibleP surK a des źeros simples.
En effet, si(X − a)n divise P dans un corpsF de d́ecomposition deP , avec
n ≥ 2, alors on peut́ecrireP = (X − a)nS et son polyn̂ome d́erivé P ′ = (X −
a)nS ′ + n(X − a)n−1S. Il est important de remarquer queP ′ est non nul parce
quecar(K) = 0 (en effet le polyn̂ome d́erivé deX6 + X3 surF3 est nul! mais
cela ne peut arriver en caractéristique0 car le coefficient dominantXd se d́erive
endXd−1 et qued 6= 0). Ainsi X−a diviseP etP ′ et donc divise le pgcdD deP
etP ′. Mais ces deux polyn̂omes sont̀a coefficients dansK donc leur pgcd aussi.
On aurait trouv́e un diviseurD deP dansK[X], de degŕe suṕerieurà 1 puisque
divisible parX − a surF , et de degŕe strictement inf́erieurà P puisque divisant
P ′. Cela n’est pas possible puisqueP est suppośe irréductible surK.

Supposons maintenant queL = K(x, y). On va construire unz tel queL =
K[z]. NotonsP le polyn̂ome irŕeductible dex surK et Q celui dey. SoitM un
corps de d́ecomposition deP etQ. On peut́ecrire surM P =

∏n
i=1(X−xi) avec

x1 = x, etQ =
∏m

i=1(X − yi) avecy1 = y.
Alors il existet ∈ K tel quex + ty 6= xi + tyj pour touti ≥ 1, j ≥ 2. En

effet, il suffit de choisirt distinct de tous les{−x−xi

y−yj
| 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m}.

Et c’est toujours possible puisqueK est infini alors que l’ensemble des−x−xi

y−yj
lui

est fini (noter quey − yj 6= 0 parce que les źeros deQ sont simples).
Soit donct ∈ K tel quex + ty 6= xi + tyj pour touti ≥ 1, j ≥ 2. Soit

z = x + ty. Montrons queL = K[z]. SoitK ′ = K[z]. SoitF (X) := P (z− tX).
Ce polyn̂ome est̀a coefficients dansK ′. Montrons quey est la seule racine de
Q qui soit aussi racine deF . En effet, on v́erifie aiśement que les conditions sur
t montrent queF (y) = 0 alors queF (yi) 6= 0 pour i ≥ 2. Cela prouve que
X − y est le pgcd deF et Q, et donc que ce polyn̂ome est̀a coefficients dansK ′

(rappelons que le pgcd de deux polynômes dont les coefficients sont dans un corps
k, està coefficients dansk, comme le montre l’algorithme d’Euclide). Ainsi, on
obtient quey ∈ K ′. Commex = z − ty, x appartient́egalement̀a K ′ et on a
démontŕe queL = K[z].
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Dans le cas ǵeńeral,L est une extension finie deK, donc il existex1, . . . , xd

tels queL = K(x1, . . . , xd). Par it́eration du casd = 2, on trouve d’abord un
géńerateurz1 deK(x1, x2), puis un ǵeńerateurz2 deK(z1, x3), etc..

L’ énonće pŕećedent fournit un algorithme permettant de calculer effectivement
un telα, si on sait calculer les racines deP etQ dansL. Par exemple, c’est le cas si
x ety sont quadratiques durK. De plus, on peut aussi s’interroger sur des critères
définissant un meilleur choix parmis tous lesα possibles. Par exemple, il peut
être int́eressant pour effectuer les calculs dansL, de trouver uńelément primitif
dont le polyn̂ome minimal a beaucoup de coefficients nuls. Dans la pratique on
s’appuie sur le lemme suivant:

Lemme 1 SoitL/K une extension finie de degrén. Soitα ∈ L. On aL = K[α]
si et seulement sidegK(α) = n.

Preuve: A priori on aK[α] ⊂ L. La conditiondegK(α) = n impliquedimK(K[α]) =
dimK(L) (par Th 4.3) et doncK[α] = L.

Ainsi trouver unélément primitif deL équivautà trouver unélément dont
le polyn̂ome minimal a m̂eme degŕe que l’extension. En fait presque toutα va
marcher, encore faut-il savoir calculer son polynôme minimal. Une ḿethode
élémentaire consistèa chercher une combinaison linéaire nulle entre les puis-
sances successives deα.

Exercice: SoitL = Q(
√

2,
√

3).

1. Montrez que[L : Q] = 4

2. Montrez que(1,
√

2,
√

3,
√

6) est une base deL surQ.

3. Soitα =
√

2 +
√

3. Montrez queα est soit de degré2 soit de degŕe4.

4. Exprimezα sur cette base et montrez que(1, α, α2) sontQ-linéairement
indépendants.

5. Montrez que(1, α, α2, α3, α4) sont líes surQ et en d́eduire le polyn̂ome
minimal deα.

6. En d́eduire queL = Q[α].
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7. Décrire tous les corps interḿediaires (i.e. les corpsM tels queK ⊂ M ⊂
L).

2.3 Corps finis

Les corps finis sont très importants pour les applications pratiques, en partic-
ulier pour la cryptographie et la théorie des codes correcteurs d’erreurs. On
sait d́ejà qu’un corps finìa p éléments òu p est un nombre premier, est isomor-
phe à (Z/pZ, +,×). On noteFp un tel corps. On sait aussi qu’il existe des
corps finis dont le cardinal n’est pas un nombre premier, comme par exemple
F2[X]/(X2 +1)F2[X] qui a4 éléments. Nous allons décrire tous ces corps et leur
structure.

On va appliquer les résultats du paragraphe préćedent.

Théorème 6 SoitL un corps fini, de cardinalq.

1. Il existe un nombre premierp tel queL contienne un sous-corps isomorphe
à Fp. L’extensionL/Fp est de degŕe fini. Sir est le degŕe de cette extension,
q = pr.

2. Toutélémentx deL vérifie xq = x. SiM est un sur-corps deL contenant
les racines du polyn̂omeXq − X ∈ Fp[X], alors L est exactement́egal à
l’ensemble des racines de ce polynôme.

3. Ŕeciproquement, l’ensemble des racines du polynômeXq − X dans une
clôture alǵebrique deFp est un corps̀a q éléments.

4. Le groupe multiplicatif(L∗,×) est un groupe cyclique d’ordreq − 1.

Preuve: Un corps fini ne peut̂etre de caractéristique źero. Le sous-corps premier
deL est donc isomorphèaFp pour un certain nombre premierp (voir Proposition
2 et la remarque qui la préc̀ede). PuisqueL est fini, il està fortiori de dimension
finie surFp. Si r est cette dimension,L est isomorphecomme espace vectorielà
Fr

p et est donc de cardinalpr.
PuisqueL est un corps, tout́elément non nul est inversible. Le groupe mul-

tiplicatif L∗ est donc d’ordreq − 1. Par le th́eor̀eme de Lagrange, toutélément
non nul deL vérifie doncxq−1 = 1. Ainsi, tout élément deL vérifie xq = x, et
est donc une racine du polynômeXq −X. Comme un polyn̂ome de degŕe q a au
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plusq racines dans un corps, et queL poss̀edeq éléments,L est exactement́egal
à l’ensemble des racines de ce polynôme, dans un corps qui les contienne.

Réciproquement, soitL l’ensemble des racines deXq − X dans une cl̂oture
algébrique deFq, montrons queL forme un corps̀aq éléments. D’abord,L a bien
q éléments carXq − X n’a que des racines simples. En effet, il faut pour cela
vérifier que ce polyn̂ome est premier avec son polynôme d́erivé; or celui-ci est
qXq−1 − 1 = −1 (on est en caractéristiquep). Ensuite, il faut montrer queL est
un corps. Ce qui est facilèa montrer, c’est que le produit et l’inverse d’éléments
de L est encore dansL. En effet, supposonsα, β appartenant̀a L, c’est-̀a-dire
αq = α et βq = β. Alors: (αβ)q = αqβq = αβ et (α−1)q) = (αq)−1 = (α)−1.
Il resteà montrer queL est stable par addition, ce qui est un peu moinsévident.
Cela ŕesulte du lemme suivant, qui est d’autre part extrêmement utile:

Lemme 2 SoitK un corps de caractéristiquep > 1. Pour toutx, y ∈ K et tout
r ≥ 0, si q = pr, on a:

(x + y)q = xq + yq.

Preuve: Démontrons cette formule pourq = p. Comme dans tout anneau com-
mutatif, on peut appliquer la formule du binôme de Newton:

(x + y)p =

p∑
i=0

(
p

i

)
xp−iyi.

Pour1 ≤ i ≤ p − 1,
(

p
i

)
≡ 0 mod p, et donc

(
p
i

)
= 0 dansFp. Ainsi, les

“termes du milieu” s’annulent et il reste la relation(x + y)p = xp + yp.
On obtient la formule annoncée pourq = p2 en it́erant ce calcul:

(x + y)p2
= ((x + y)p)p = (xp + yp)p = (xp)p + (yp)p = xp2

+ yp2
. Une

démonstration par récurrence s’impose pour le cas géńeral.. que nous laisserons
rédiger au lecteur.

Revenons̀a notre ensemble de racinesL: on peut donćecrire(α+β)q = αq+βq =
α + β et on obtient queα + β ∈ L. On a donc bien d́emontŕe queL est un corps
à q éléments.

Il resteà d́emontrer queL∗ est cyclique, c’est-̀a-dire qu’il contient uńelément
d’ordreq. Soitx ∈ L∗ un élément d’ordred. On sait qued diviseq − 1. Le sous-
groupe engendré parx est lui-m̂eme cyclique, et donc contientφ(d) éléments
d’ordred (ce sont lesxa avec(a, d) = 1). Montrons queL∗ ne peut pas contenir
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d’autreséléments d’ordred. En effet, siy est d’ordred, y est une racine du
polynômeXd− 1. Mais ce polyn̂ome est de degréd donc il ne peut pas avoir plus
ded racines dansL. Or il en a d́ejàd, ce sont les puissances dex: 1, x, . . . , xd−1.
Ainsi tous leśeléments d’ordred deL∗ sont des puissances dex et il y en aφ(d).
On vient de d́emontrer que, pour tout diviseurd deq − 1, L∗ contient soit aucun
soitφ(d) éléments d’ordred. Mais la formule:

q − 1 =
∑
d|q−1

φ(d)

montre que pour aucun diviseur deq−1 il n’y a pas d’eĺement d’ordre ce diviseur
(puisqu’unélément deL∗ doit bien avoir un ordre, diviseur deq − 1). Appliquant
cela au diviseurq − 1 lui-même, on obtient queL∗ contient bien deśeléments
d’ordreq − 1.

Remarque: La formule du lemme préćedent s’appelle aussiformule du bin̂ome
des cancres. Sans commentaires ...

Remarque: D’après le th́eor̀eme pŕećedent, un corps fini est uniquement détermińe
par son cardinal, dans une clôture alǵebrique deFp. On noteFq un tel corps.

Remarque: Une autre approche de l’existence d’un corpsà q éléments consiste
à d́emontrer l’existence d’un polynôme irŕeductible surFp de degŕe r (où q =
pr) et à consid́erer le corpsFp[X]/P (X)Fp[X]. Remarquons bien que le choix
du polyn̂ome irŕeductible de degré r ne change pas le corps puisqu’on vient de
démontrer qu’̀a cardinal fix́e il n’y en a qu’un !

Un petit exemple concret: Il est facile de voir que, surF2, les seuls polyn̂omes
de degŕe3 irréductibles sont:P1 = X3 + X + 1 etP2 = X3 + X2 + 1. Le corps
F8 = F2[α] avecα3 + α + 1 = 0 a 8 éléments. Ce qui préc̀ede permet de prédire
que, parmi les6 éléments diff́erents de0 et 1, il y a trois racines deP1 et trois
racines deP2.

Un bon exercice de calcul dansF8 montre que les racines deP1 sont:α, α2 et
α4 = α2 + α et les racines deP2 sont les trois autres. Ainsi, siβ = α + 1, on a :

F2[α] = F2[β]

avecα3 + α + 1 = 0 etβ3 + β2 + 1 = 0.
PuisqueF8 est l’ensemble des racines deX8 −X, on obtient aussi que:

X8 −X = X(X + 1)P1(X)P2(X)
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ce qui peut bien ŝur se v́erifier directement.

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer le th́eor̀eme de l’́elément
primitif dans le cas des corps finis.

Théorème 7 Soit L/K une extension de corps finis. Il existeα ∈ L tel que
L = K[α].

Preuve: On peut́ecrirecard(K) = pr etcard(L) = ps. On sait par le Th́eor̀eme 6
que le groupe multiplicatif deL est cyclique d’ordreps−1. Soitα un ǵeńerateur de
ce groupe, on va montrer que cetα convient. (Attention, la ŕeciproque est fausse:
un élément primitif de l’extensionL/K n’est pas ńecessairement un géńerateur
du groupe multiplicatif). Si ce n’est pas le cas,α engendre un sous-corps strict de
L, c’est-̀a-direK[α] = M , aveccard(M) = pu et u < s. Mais alorsα ∈ M∗,
doncαpu−1 = 1. Commepu − 1 < ps − 1, cela contredit l’hypoth̀ese suivant
laquelleα est d’ordreps − 1.

Remarque: Le théor̀eme pŕećedent montre queFq s’écritFq = Fp[α] avecP (α) =
0, etP irréductible surFp de degŕe r (q = pr). Changer de polyn̂ome irŕeductible
revientà changer l’́elément primitifα (comme dans le “petit exemple concret”).

On étudie maintenant les propriét́es d’inclusion des corps finis.

Théorème 8 Fpr ⊂ Fps si et seulement sir divises.

Preuve: Commer = [Fpr : Fp], et d’apr̀es la Proposition 4, la conditionr divise
s est ńecessairèa l’inclusionFpr ⊂ Fps . Réciproquement, supposons quer divise
s. et posonss = rt. Alors,pr − 1 diviseps − 1: en effet, on a l’identit́e:

ps − 1 = (pr − 1)(pr(t−1) + pr(t−2) + · · ·+ pr + 1).

Posonsd = pr−1. On sait que le groupeF∗
ps est cyclique d’ordreps−1; donc,

puisqued divise son ordre, ce groupe contient exactementd éléments d’ordre
divisantd. En rajoutant0, on voit queFps contient lespr racines deXpr − X.
D’après le Th́eor̀eme 6,Fps contient doncFpr .

Un outil très utile pour travailler sur les corps finis est l’automorphisme de
Frobenius.

Définition 9 Soit Fq un corpsà q = pr éléments. On poseσ(x) = xp. σ est
appeĺe l’automorphisme de Frobenius deFq.
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Théorème 9 Avec les notations préćedentes:

1. σ est un automorphisme du corpsFq.

2. On aσs(x) = xps
pour touts, etσr = IdFq .

3. Pour toutx ∈ Fq, etu divisantr, x ∈ Fpu si et seulement siσu(x) = x.

Preuve: La propríet́e σ(xy) = σ(x)σ(y) estévidente. La propriét́e σ(x + y) =
σ(x) + σ(y) résulte du Lemme 2. Le fait queσ soit injectif est clair; commeFq

est fini, il est donc aussi bijectif.
Les points 2 et 3 du th́eor̀eme sont clairs, compte tenu du Théor̀eme 6.2

En particulier, le Frobenius est utile pour exprimer le polynôme minimal d’un
élément sur un sous-corps.

Théorème 10 SoitFq un corpsà q = pr éléments. Soitα ∈ Fq, et posonsαi =
σi(α).

1. SoitP ∈ Fp[X] tel queP (α) = 0. Alors, pour touti, P (αi) = 0.

2. SoitPα le polyn̂ome minimal deα sur Fp. Il existe un plus petit entiers tel
queαs = α, et on a:

Pα =
s−1∏
i=0

(X − αi).

Preuve: On a la relationP (α) = 0. On appliqueσ à cetteégalit́e; commeP est
à coefficients dansFp, et queσ(x) = x si x ∈ Fp, on aσ(P (α)) = P (σ(α)) = 0
doncσ(α) est racine deP , ainsi que, par it́eration, tous lesσi(α). Cela d́emontre
la premìere partie du th́eor̀eme.

En particulier, siP = Pα, on peut appliquer le 1., qui montre que lesαi sont
racines dePα. Commeαq = α, on aσr(α) = α, soitαr = α. Il existe donc un
plus petit entiers tel queαs = α. Notons que la minimalité des implique que les
élémentsα0, α1, . . . , αs−1 sont deux̀a deux distincts. SoitQ :=

∏s−1
i=0 (X − αi).

Montrons que ce polyn̂ome est̀a coefficients dansFp. Pour cela, la bonne ḿethode
est de montrer qu’il est invariant parσ. Or σ(Q) =

∏s−1
i=0 (X − σ(αi)). Mais
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σ(αi) = αi+1 pour i ≤ s − 2 et σ(αs−1) = αs = α = α0. Les racines deQ sont
permut́ees circulairement, doncQ est laisśe invariant.

Le polyn̂omeQ està coefficients dansFp etQ(α) = 0 donc, d’apr̀es la Propo-
sition 5,Pα diviseQ. D’autre part, leśelémentsα0, α1, . . . , αs−1 sont deux̀a deux
distincts et sont racines dePα. Doncdeg(Pα) ≥ s. CommeQ est de degŕe s, on
a forćementQ = Pα.

Remarque: Dans le th́eor̀eme pŕećedent, on peut remplacer l’extensionFq/Fp

par une extension relativeFq/Fq′, à condition de remplacerσ parσ′ : x → xq′.

Encore le petit exemple:Soit toujoursF8 = F2[α] avecα3 + α + 1 = 0. On
comprend mieux pourquoi les racines deP1 sontα, α2 et α4 = α2 + α. Ce sont
les images successives deα par le Frobenius. Et bien sûr α8 = α! De même, les
racines deP2 sont:β = α + 1, β2, β4.
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Chapter 3

Réseaux et algorithme LLL

Un module n’est autre qu’un espace vectoriel sur un anneau. Le passage d’un
corpsà un anneau fait toute la richesse de cette notion; en particulier, il ne faut
pas tomber dans le piège des automatismes acquis dans l’étude en premier cycle
des espaces vectoriels.

Dans ce chapitre, après quelques ǵeńeralit́es sur les modules sur un anneau
quelconque, nous allons rapidement nous concentrer sur les réseaux, qui sont des
Z-modules libres munis d’une structure Euclidienne. L’algorithme LLL permet de
construire efficacement des bases de petits vecteurs d’un réseau. Cet algorithme
polynomial est extr̂ememnt utile notamment en cryptographie, et nous en verrons
des applications.

3.1 Modules: ǵenéralit és

Dans tout ce qui suit,A est un anneau.

Définition 10 Un ensembleM est unA-module (̀a gauche) si(M, +) est un
groupe commutatif, muni d’une loi externeA × M → M , (a, x) 7→ ax vérifiant
les axiomes suivants:

1. Pour toutx ∈ M , 1x = x

2. Pour touta, b ∈ A, x ∈ M , a(bx) = (ab)x et (a + b)x = ax + bx

3. Pour touta ∈ A, x, y ∈ M , a.(x + y) = a.x + a.y
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Exercice: : Montrez quea(−x) = −ax et0x = 0.

Exemple: Quelques exemples de modules, qui montrent que cette notion regroupe
un grand nombre de situations:

• Le module trivial:M = {0}.

• M = An

• Les espaces vectoriels (i.e.A est un corps).

• Les groupes ab́eliens sont exactement lesZ-modules.

• La donńee d’un espace vectorielE sur un corpsK et d’un endomorphisme
u de E est unK[X]-module pour la multiplication:P (X)x = P (u)(x).
La plupart des ŕesultats de la th́eorie de la ŕeduction des endomorphismes
peuvent̂etre vus comme des résultats de structure desK[X]-modules.

• Les sous-modules d’un anneauA sont les id́eauxà gauche deA.

Quelques d́efinitions et propríet́es standards:

Définition 11 SoitM unA-module.

1. Un sous-moduleN de M est un sous-groupe deM , vérifiant: pour tout
a ∈ A, x ∈ N , ax ∈ N . De façonéquivalente,N est un sous-ensemble non
vide deM , vérifiantax + by ∈ N pour touta, b ∈ A, x, y ∈ N .

2. Un homomorphisme de modulesf : M1 → M2 entre deuxA-modules est
une application v́erifiant: f(ax + by) = af(x) + bf(y) pour touta, b ∈ A
etx, y ∈ M1. Son noyau et son image sont respectivement

ker f := {x ∈ M1 | f(x) = 0} et Im f := {f(x) | x ∈ M1}

3. Le produit direct de deuxA-modulesM et N est l’ensembleM × N =
{(x, y) | x ∈ M, y ∈ N}. C’est unA-module pour:a(x, y) = (ax, ay).

Proposition 8 1. SoitN , N ′ deux sous-modules deM . L’intersectionN ∩N ′

et la sommeN + N ′ = {x + y | x ∈ N ety ∈ N ′} sont des sous-modules
deM . SiN ∩N ′ = {0}, alorsN + N ′ est isomorphe au produit direct de
N etN ′. On note alorsN ⊕N ′.

Le quotientM/N := {x + N | x ∈ M} est unA-module pour la loi:
a(x + N) = ax + N .
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2. Soit f : M1 → M2 un homomorphisme de modules. Le noyau def
est un sous-module deM1 et l’image def est un sous-module deM2.
L’homomorphismef est injectif si et seulement siker f = {0} et il est
surjectif si et seulement siIm f = M2. Il induit un isomorphisme:f :
M1/ ker f → Im f (théor̀eme de factorisation).

3. L’applications : M → M/N définie pass(x) = x + N est un homomor-
phisme de modules, surjectif et de noyauN .

Comme pour les espaces vectoriels, on peut définir les notions de famille libre,
géńeratrice et de base d’unA-module.

Définition 12 SoitM unA-module et soit{ei}i∈I ⊂ M . On dit que:

1. C’est une famille libre deM si:
∑

i∈If
aiei = 0 avecai ∈ A et If ⊂ I une

sous-partie finie, entrâıne: ai = 0 pour touti ∈ If .

2. C’est une famille ǵeńeratrice deM si tout élémentx ∈ M s’écrit x =∑
i∈If

aiei avecai ∈ A et If ⊂ I une sous-partie finie.

3. C’est une base deM si c’est une famille libre et ǵeńeratrice.

Définition 13 Un module posśedant une partie ǵeńeratrice finie est ditde type
fini. Un module posśedant une base est ditlibre.

Proposition 9 1. L’ensemble{ei}i∈I ⊂ M est une base deM sur A, si et
seulement si, pour toutx ∈ M , il existe un unique(ai)i∈If

avecai ∈ A et
If finie tels quex =

∑
i∈If

aiei.

2. SiM est un module libre et de type fini, ses bases sont de cardinal fini. Si
{e1, . . . , en} ⊂ M est une base deM , alors M est isomorphèa An par
l’isomorphisme:(a1, . . . , an) ∈ An → a1e1 + · · ·+ anen ∈ M .

Preuve: 1. est clair. Pour 2., supposons que(ei)i∈I soit une base deM et
que (v1, . . . , vm) soit une partie ǵeńeratrice. Chaquevj est une combinaison
linéaire d’un nombre fini desei, et comme il y a un nombre fini devj, il ex-
iste une partie finieIf ⊂ I telle que pour toutj, vj =

∑
k∈If

aj,kek. Mais, si
i /∈ If , ei =

∑m
u=1 buvu =

∑m
u=1 bu(

∑
k∈If

au,kek) ce qui donne une combinaison
linéaire nulle non triviale (le coefficient deei est1) desei.

L’isomorphisme est clair.
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Du point de vue de ces notions, les modules sont beaucoup plus complexes
que les espaces vectoriels. En premier lieu, il y a dans un module la possibilité
que: ax = 0 alors quex 6= 0 et a 6= 0. Par exemple, siM = Z/6Z, consid́eŕe
commeZ-module, on a6x = 0 pour toutx. Cela arrive bien ŝur si a n’est pas
inversible dansA. Si a a un inverse, l’́equationax = 0 multipliée para−1 conduit
àx = 0. Ainsi, un groupe ab́elien fini ne contient aucune famille libre. Par contre
il est de type fini, puisque il est fini.

Consid́erons une situation radicalement différente:M = An, avecA un an-
neau int̀egre. Il est facile de voir que la situation préćedente ne peut pas arriver:
on a bienax = 0 si et seulement sia = 0. Le moduleM est libre, de type fini, et
il a une basèa n éléments. Malgŕe tout, il ne se comporte pas comme un espace
vectoriel:

1. Une partie librèan éléments n’est pas toujours une base. Par exemple,{2}
est une famille libre duZ-moduleZ mais pas une base.

2. D’une famille ǵeńeratrice on ne peut pas toujours extraire une base. Par
exemple,{2, 3} engendreZ mais ni{2} ni {3} n’est une base deZ.

3. On ne peut pas toujours compléter une famille libre en une base. Par exem-
ple, on peut d́emontrer qu’uńelémentx = (x1, . . . , xn) non nul deZn peut
être compĺet́e en une base deZn si et seulement si lesxi sont premiers entre
eux dans leur ensemble.

4. Un sous-module deM n’est pas toujours libre! En effet, le cas den = 1
montre que pour cela, il est nécessaire queA soit principal, puisque les
sous-modules deA sont les id́eaux et que les sous-modules libres sont les
idéaux principaux. Par exemple les modules sur l’anneauA = K[X,Y ]
n’ont pas cette propriét́e.

L’ étude des propriét́es deM = An se traduit aussi en termes matriciels.
L’ensembleMn(A) des matricesn × n à coefficients dansA est un anneau pour
les oṕerations usuelles. Lorsque l’anneauA est commutatif, on peut définir le
déterminant d’une matrice, en prenant les formules connues pour les matricesà
coefficients dans un corps. SiM ∈ Mn(A), det(M) ∈ A et on a la propríet́e:
det(MN) = det(M) det(N). Un élément deMn(A) est inversible dans cet an-
neau si et seulement si son déterminant est inversible dansA. On noteGLn(A) le
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groupe des matrices inversibles deMn(A). Par exemple,GLn(Z) est l’ensemble
des matrices̀a coefficients dansZ de d́eterminant́egalà±1.

Proposition 10 SoitA un anneau commutatif, et soitb1, b2, . . . , bn ∈ An. SoitB
la matrice dont les colonnes sont lesbi. L’ensemble{b1, b2, . . . , bn} est une base
deAn si et seulement siB est inversible surA, i.e. si et seulement sidet(A) ∈ A∗.

Preuve: PosonsB = {b1, b2, . . . , bn} et supposons queB soit une base deM =
An. La base “canonique”E = {e1, e2, . . . , en} dont la matrice associée est la
matrice identit́e s’exprime surB, ce qui se traduit par l’existence d’une matrice
P ∈ Mn(A) telle que:

Idn = BP

ce qui montre queB est inversible.
Réciproquement, siB est inversible, il existe une matriceP telle queIdn =

BP , ce qui montre queB est ǵeńeratrice deM . Pour montrer queB est libre,
consid́erons une combinaison linéaire nullea1b1 + · · · + anbn = 0. C’est-̀a-dire:
BX = 0, où X est le vecteur colonne desai. En multipliantà gauche parP , on
obtientX = 0.

3.2 Réseaux

On va étudier maintenant lesZ-modules libres munis d’une structure Euclidi-
enne. De façon intuitive, certaines bases sont meilleures que d’autres, si elles
se rapprochent d’une base orthogonale; l’algorithme LLL permet de trouver une
telle base en temps polynomial. Bien sûr, un ŕeseau ne possède pas toujours une
base orthogonale. On va s’appuyer sur l’orthogonalisation de Gram-Schmidt, un
algorithme orthogonalisant une basesurR. Le processus de transformation d’une
Z-base en une autreZ-base du ŕeseau plus “orthogonale” conduità raccourcir
les vecteurs. Toutefois, l’algorithme LLL ne conduit pas automatiquementà une
base du ŕeseau contenant un vecteur minimal. Malgré tout,à cause de sa rapidité,
il est souvent utiliśe pour trouver des vecteurs courts du réseau (la recherche des
vecteurs minimaux d’un réseau est exponentielle).

26



3.2.1 D́efinitions

Rn est muni de sa structure Euclidienne habituellex · y = x1y1 + · · · + xnyn. Si
x ∈ Rn, on appelle norme dex la valeur dex · x.

Définition 14 Un réseauL de Rn est l’ensemble des combinaisons linéairesà
coefficients entiers d’une base deRn

L = Zb1 ⊕ Zb2 ⊕ · · · ⊕ Zbn.

Il est clair queL est une partie discrète deRn (nous allons revenir là-dessus un
peu plus loin). Pour toutM , l’ensemble deśelémentsx deL vérifiantx · x ≤ M
est fini; cela nous permet de définir le minimum deL, qui est atteint pour un
nombre fini de vecteurs deL.

Définition 15 Le minimum deL est d́efini par:

min(L) = min{x · x | x ∈ L \ {0}}.
L’ensemble des vecteurs minimaux deL est l’ensemble fini

S(L) = {x ∈ L | x · x = min(L)}.
Une matrice de Gram deL est la matrice des produits scalaires d’une base de

L:

G = (bi · bj)1≤i,j≤n.

Le d́eterminant du ŕeseauL est le d́eterminant d’une matrice de Gram deL,
et ne d́epend pas du choix de la base deL.

En effet, siG′ est la matrice de Gram d’une autre base deL, la matrice de
passageP appartient̀aGLn(Z) donc est de d́eterminant±1. CommeG′ = P tGP ,
det(G′) = (det(P ))2 det(G) = det(G).

On classe les réseaux̀aéquivalence orthogonale près. Une matrice syḿetrique
définie positive d́efinit un ŕeseaùa équivalence pr̀es puisque c’est la matrice de
Gram d’une base deRn, définie modulo une transformation orthogonale.

On peut aussi d́efinir les ŕeseaux comméetant lesZ-modules libres deRn,
non contenus dans un sous-espace strict deRn. Cette d́efinition plus abstraite a
l’avantage de ne pas faire appelà une base particulière.
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3.2.2 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit {b1, . . . , bn} une base deRn. L’orthogonalisation de Gram-Schmidt de cette
base est une base deRn not́ee{b∗1, . . . , b∗n}, qui vérifie les propríet́es suivantes:

1. Elle est orthogonale, i.e.b∗i · b∗j = 0 si i 6= j

2. Pour touti ≥ 1, {b∗1, . . . , b∗i } engendre le m̂eme sous-espace vectoriel que
{b1, . . . , bi}

3. (Normalisation) Les deux propriét́es pŕećedentes caractérisent les vecteurs
b∗i à multiplication par un scalaire près. Nous supposerons donc queb∗i = bi

plus une combinaison lińeaire desbj avecj < i.

Proposition 11 On abi =
∑i

j=1 ui,jb
∗
j avecui,i = 1 etui,j =

bi·b∗j
b∗j ·b∗j

.

Preuve: D’après la condition 2., il existe des coefficientsui,j tels que

bi =
i∑

j=1

ui,jb
∗
j . (3.1)

La condition 3.équivaut̀aui,i = 1. Si on calcule le produit scalaire avecb∗j de
cetteégalit́e, puisque lesb∗j sont deux̀a deux orthogonaux, on trouve

bi · b∗j = ui,jb
∗
j · b∗j

et donc

ui,j =
bi · b∗j
b∗j · b∗j

. (3.2)

La proposition pŕećedente permet de calculer lesui,j par ŕecurrence suri
facilement. Posons

a2
i := b∗i · b∗i avecai > 0.

En effet, pouri = 1, il n’y a queu1,1 = 1 (b∗1 = b1) et donca2
1 = b1 · b1.

L’ équation (3.2) nous permet de calculeru2,1, puisa2
2 puisqueb2 · b2 = b∗2 · b∗2 +

u2
2,1a

2
1, et ainsi de suite.

Réciproquement, en inversant la matrice triangulaire desui,j, on peut calculer
lesb∗i en fonction desbi. Retenons pour usage ultérieur la formule:
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bi · bi =
i∑

j=1

u2
i,ja

2
j . (3.3)

Interpr étation matricielle: SoitB la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
bi, B∗ la matrice dont les colonnes sont les vecteursb∗i , etA la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sonta1, a2, . . . , an.

On a : (B∗)tB∗ = A2. Si on poseK = B∗A−1, cette matrice v́erifie KtK =
Id et est donc orthogonale. D’autre part, siU est la matrice transposée desui,j,
compĺet́ee par des źeros en posantui,j = 0 si i < j (U est donc une matrice
triangulaire suṕerieure, avec des1 sur la diagonale), on aB = B∗U , et donc
finalement

B = KAU

(décomposition d’Iwasawa deB).
En particulier, deB = B∗U il vient G = BtB = U tA2U , et, comme la

matriceU est de d́eterminant́egalà1,

det(L) =
n∏

i=1

a2
i . (3.4)

Application: l’orthogonalisation de Gram-Schmidt correspond aussià la “décomposition
en somme de carrés” dex · x. Elle permet de calculer effectivement l’ensemble
{x ∈ L | x · x ≤ M}, et de se convaincre que c’est bien un ensemble fini. En
effet, six =

∑n
i=1 xibi ∈ L, xi ∈ Z:

x =
n∑

i=1

xibi =
n∑

i=1

xi

i∑
j=1

ui,jb
∗
j

=
n∑

j=1

(
n∑

i=j

xiui,j)b
∗
j

donc
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x · x =
n∑

j=1

(
n∑

i=j

xiui,j)
2a2

j

= (x1 + x2u2,1 + . . . )2a2
1 + · · ·+ (xn−1 + xnun,n−1)

2a2
n−1 + x2

na
2
n

et la conditionx · x ≤ M implique:

−
√

M/an ≤ xn ≤
√

M/an

−
√

M/an−1 − xnun,n−1 ≤ xn−1 ≤
√

M/an−1 − xnun,n−1

. . .

ce qui conduit̀a un nombre fini de possibilités pour les valeurs entières dexn,
xn−1, . . . , x1. Il resteà parcourir cet ensemble fini pour finalement déterminer
les valeurs dex1, . . . , xn pour lesquellesx · x ≤ M . En particulier, nous avons
démontŕe que l’ensemble des vecteurs minimauxS(L) d’un réseauL est fini.

3.2.3 Sous-groupes discrets deRn

Dans ce paragrapphe, on montre l’équivalence entre les notions de réseau, tels
que d́efinis ici, et de sous-groupe discret deRn. Rappelons que le rang d’un
sous-ensemble deRn est la dimension duR-espace vectoriel engendré par cet
ensemble. D’un ensemble de rangn, on peut toujours extraire uneR-base (mais
pas uneZ-base!).

Théorème 11 SoitL un réseau deRn; alors L est un sous-groupe discret deRn.
Réciproquement, soitL un sous-groupe discret deRn, non contenu dans un sous-
espace vectoriel strict deRn (i.e. de rangn). AlorsL poss̀ede uneZ-base qui est
aussi une base deRn, i.e. L est un ŕeseau au sens de la définition 14.

Preuve: On a d́emontŕe au paragraphe préćedent que{x : x ∈ L | x · x ≤ M}
est un ensemble fini. Cela montre bien que0 est isoĺe dansL. Plus ǵeńeralement,
la même d́emonstration, en remplaçantx parx − y avecx ∈ L, y ∈ Rn, montre
que l’intersectionL ∩ B(y, M) est finie. Remarquons qu’il n’est pas vrai qu’un
sous-groupe deRn est toujours discret. Par exemple, leZ-sous-module deR en-
gendŕe par1 etπ (ou1 et n’importe quel nombre irrationnel) contient une infinité
d’éléments dans l’intervalle]0, 1[: par exemple{nπ − [nπ] : n ∈ N}.
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Réciproquement, soitL un sous-groupe discret deRn. Supposons d’abord
n = 1. Pour tout intervalle compact[a, b], l’ensembleL ∩ [a, b] est fini. On peut
en d́eduire queL ∩ R∗+ poss̀ede un plus petit́elémenta. On a bien ŝur aZ ⊂ L.
Montrons queL = aZ: pour toutélémentx ∈ L, il existe un entierk tel que
ka ≤ x < (k + 1)a. Alors 0 ≤ x− ka < a; maisx− ka ∈ L eta est le plus petit
élément positif deL. Doncx− ka = 0.

Nous allons maintenant considérer le cas ǵeńeral, et construire par récurrence
uneZ-base deL. Tout d’abord, observons queL contient ńecessairement une
R-base. En effet, on peut définir une suite emboitée de sous-espaces vectoriels
V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vk en posantVk = le sous-espace vectoriel engendré par
l’ensemble (fini){x ∈ L | x · x ≤ k}. En consid́erant la suite des dimensions
de Vk, qui est une suite croissante d’entiers entre0 et n, on conclut que, soit il
existe un entierk0 à partir duquelVk = Rn, et dans ce cas on peut extraire de
{x ∈ L | x · x ≤ k0} une base deRn formée de vecteurs deL, soit la suiteVk

est stationnairèa un sous-espaceW strict deRn. Dans ce cas,L ⊂ W ce qui
contredit l’hypoth̀ese.

Soit donc{e1, e2, . . . , en} uneR-base contenue dansL. Bien ŝur, il n’y a pas
de raisons pour que ces vecteurs forment uneZ-base deL. SoitW le sous-espace
vectoriel deRn engendŕe par{e1, e2, . . . , en−1}. Clairement,W est de dimension
n − 1; soit εn une base deW⊥. SoitM := L ∩W . Alors M est un sous-groupe
deW , qui est discret dansW puisqueL l’est. En identifiantW et Rn−1, on peut
trouver par ŕecurrence une base{b1, b2, . . . , bn−1} deM , qui soit uneR-base de
W . D’autre part, tout́elémentx ∈ L s’écrit x = λ1b1 + · · · + λn−1bn−1 + λnεn.
Lesλi ne sont pas des entiersà priori. Consid́erons

Λ := {λ ∈ R | il existex ∈ L | x = λ1b1 + · · ·+ λn−1bn−1 + λεn}.

Clairement,Λ est un sous-groupe deR; montrons qu’il est discret. Supposons par
l’absurde queΛ ∩ [a, b] soit infini. Chaqueλ ∈ Λ ∩ [a, b] est associé à unx ∈ L
avecx = λ1b1 + · · · + λn−1bn−1 + λεn. Quitteà soustraire[λi]bi, qui appartient
àL, on peut se ramenerà0 ≤ λi < 1. Alors x appartient̀a un ensemble compact
K; on aurait doncK ∩ L infini, ce qui contredit l’hypoth̀ese suivant laquelleL
est discret. On peut donc conclure qu’il existea > 0 tel queΛ = aZ (c’est le cas
n = 1). Soit alorsbn ∈ L tel que

bn = λ1b1 + · · ·+ λn−1bn−1 + aεn. (3.5)

Nous allons montrer que{b1, b2, . . . , bn} est une base deL. D’abord, par con-
struction,{b1, b2, . . . , bn} forme une famille libre surR, doncà fortiori surZ. Il
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resteà montrer qu’elle engendreL. Soit doncx ∈ L quelconque. On peutécrire
x comme combinaison lińeaire desbi à coefficients ŕeels; x = x1b1 + · · ·+ xnbn.
En remplaçantbn par son expression (3.5), on voit quexna ∈ Λ = aZ, donc
quexn ∈ Z. Alors y := x − xnbn appartient̀a M = L ∩ W , donc on a aussi
x1, . . . , xn−1 ∈ Z.

Corollaire 1 SiL est un ŕeseau deRn, tout sous-Z-moduleM contenu dansL et
de rangn est un ŕeseau. En particulier,M poss̀ede uneZ-base.

SiL etM sont deux ŕeseaux deRn, tels qu’il existe un entierk tel quekM ⊂
L, alorsL ∩M etL + M sont aussi des réseaux.

Preuve: SiM ⊂ L et siL est un ŕeseau, alorsM est discret. La première assertion
résulte directement du théor̀eme pŕećedent.

Les inclusionskM ⊂ L∩M ⊂ M montrent que d’une partL∩M est de rang
n et d’autre part est un sous-module deL. DoncL ∩M est un ŕeseau.

Montrons maintenant qu’il existe un entierl tel queL + M ⊂ 1
l
M , et par le

même argument on pourra conclure queL + M est un ŕeseau. Choisissons une
basee1, . . . , en deL et une basef1, . . . , fn deM . Soit P la matrice de passage
exprimantf1, . . . , fn sure1, . . . , en. CommekM ⊂ L, la matricekP està coeffi-
cients entiers. Donc la matriceP−1 està coefficients rationnels. Il existe un entier
l tel quelP−1 soit à coefficients entiers; alorslL ⊂ M , etL + M ⊂ 1

l
M .

3.2.4 Algorithme LLL

LLL=Lenstra, Lenstra, Lovacz (1982).

Définition 16 Avec les notations du paragraphe préćedent, une base{b1, . . . , bn}
d’une ŕeseauL est diteLLL r éduitesi elle v́erifie les conditions suivantes:

1. |ui,j| ≤ 1/2 pour toutj < i.

2. Pour touti ≥ 2, a2
i ≥ (3/4− u2

i,i−1)a
2
i−1.

Le théor̀eme suivant mesure la “qualité” d’une base LLL-ŕeduite.

32



Théorème 12 Soit{b1, . . . , bn} une base LLL-ŕeduite. Alors:

1. det(L) ≤
∏n

i=1(bi · bi) ≤ 2
n(n−1)

2 det(L)

2. bj · bj ≤ 2i−1a2
i pour toutj ≤ i

3. b1 · b1 ≤ 2
n−1

2 det(L)1/n

4. b1 · b1 ≤ 2n−1 min(L)

Preuve: La relation (3.3) montre quebi · bi ≥ a2
i ce qui montre que

det(L) =
n∏

i=1

a2
i ≤

n∏
i=1

bi · bi.

Les conditions 1. et 2. de réduction LLL montrent que

a2
i ≥ a2

i−1/2,

et donc par induction que

a2
i ≥ a2

j/2
i−j, pour touti > j. (3.6)

En remplaçant dans (3.3), on obtient

bi · bi ≤ (1 + 1/4(2 + 22 + · · ·+ 2i−1))a2
i =

2i−1 + 1

2
a2

i ≤ 2i−1a2
i

ce qui d́emontre les points 1. et 2.
D’autre part,b1 · b1 = a2

1 ≤ 2i−1a2
i (par (3.6)). En multipliant membrèa

membre, on obtient

(b1 · b1)
n ≤ 2

n(n−1)
2 det(L)

soit le point 4.
Soitx ∈ L, x 6= 0. On peut́ecrire d’une partx = x1b1 + · · ·+xnbn avec lesxi

entiers, d’autre partx = λ1b
∗
1 + · · ·+ λnb

∗
n avec lesλi réels. Soiti0 le plus grand

indice tel queλi0 6= 0. Alors: λi0 = xi0, et

x · x = λ2
i0
a2

i0
+

∑
j<i0

λ2
ja

2
j ≥ a2

i0
≥ b1 · b1/2

i0−1

où la dernìere ińegalit́e se d́eduit de (3.6). En prenantx ∈ S(L) et en utilisant
i0 ≤ n, on obtient bien l’ińegalit́e du point 5.
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Remarque 1 On peut d́efinir des conditions de réduction d’une base d’un réseau
plus fortes, mais la ŕeduction LLL est la seule pour laquelle un algorithme polyno-
mial construit une base LLL-réduiteà partir d’une base quelconque. D’autre part,
dans la pratique, la norme des vecteurs obtenus par réduction LLL est meilleure
que la borne th́eorique du th́eor̀eme pŕećedent. Nous allons maintenant décrire
cet algorithme.

Algorithme LLL: il prend en entŕee une base{b1, . . . , bn} d’un réseauL, et
sort une base{b′1, . . . , b′n} de ce m̂eme ŕeseau, LLL-ŕeduite.

Supposons que lesk − 1 premiers vecteursb1, b2, . . . , bk−1 vérifient les con-
ditions de ŕeduction LLL. On suppose avoir calculé les coefficientsui,j pour
i ≤ j ≤ k − 1 ainsi que lesa2

i pour1 ≤ i ≤ k − 1.
On s’occupe d’abord de la condition 1., qui est facileà obtenir. En effet,

supposons que l’on remplace le vecteurbk par un vecteur de la formebk − qbl

avecl < k et q entier. Alors:

• Le réseau engendré parb1, . . . , bk reste le m̂eme

• L’orthogonalisation de Gram-Schmidtb∗1, . . . , b
∗
k reste la m̂eme

• Les coefficientsuk,k, . . . , uk,l+1 sont inchanǵes;uk,l est remplaće paruk,l −
q.

Le dernier point est conséquence de l’́egalit́e: bk−qbl =
∑k

j=1(uk,j−quj,l)b
∗
j .

Ainsi, on voit que l’on peut obtenir successivement les conditions:|uk,k−1| ≤ 1/2
en remplaçantbk parbk − buk,k−1ebk−1, puis|uk,k−2| ≤ 1/2 en remplaçantbk par
bk − buk,k−2ebk−2, et ainsi de suite.

RED(k,l) est la proćedure qui remplacebk parbk − buk,lebl, et metà jour les
coefficientsuk,j pourj ≤ l.

Ainsi, pour obtenir la condition 1., il faut exécuter successivement
RED(k,k-1), RED(k,k-2), jusqu’̀a RED(k,1). Mais il faut remarquer que la con-
dition 2. peutêtre test́ee d̀es que RED(k,k-1) est exécut́ee, puisque ensuite le
coefficientuk,k−1 ne bouge plus.

On proc̀ede donc de la façon suivante: on exécute RED(k,k-1), puis, juste
apr̀es, on teste la condition 2. Si elle est vérifiée, on ex́ecute RED(k,k-2), . . . ,
RED(k,1) puis on passe bien sûr au vecteur suivantbk+1.

Si elle n’est pas v́erifiée: onéchangebk et bk−1 et on redescend au cran
préćedent. Remarquer qu’après cetéchange, on a toujours une base deL. Par
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contre, seulement lesk−2 premiers vecteurs sont LLL-réduits. D’autre part,b∗k−1

est modifíe.
SWAP(k) est la proćedure quiéchangebk−1 et bk, et metà jour lesb∗i et les

coefficientsui,j. Les vecteursb∗1, . . . , b
∗
k−2 n’ont pas bouǵe, ni lesui,j pour i ≤

k − 2. Comme

bk = b∗k + uk,k−1b
∗
k−1 + uk,k−2b

∗
k−2 + . . . ,

b∗k−1 est remplaće parb∗k + uk,k−1b
∗
k−1, et les coefficientsuk−1,j paruk,j pourj <

k − 1.

Preuve de l’algorithme: Il est clair que, si cet algorithme termine, il sort bien
une base LLL-ŕeduite.. Ce qui n’est pas du toutévident, c’est qu’il termine bien,
c’est-̀a-dire qu’il ne poursuit pas indéfiniment une succession de montées et de
descentes dans les indices de1 à n. Il faut donc d́emontrer qu’il ne passe par la
proćedure SWAP qu’un nombre fini de fois.

PosonsLk = Zb1 + · · · + Zbk et Dk = det(Lk). On a, en vertu de (3.4),
Dk =

∏k
i=1 a2

i . La valeur prise par len-uplet (D1, D2, . . . , Dn) ne change que
dans la proćedure SWAP. Lors de l’échange debk−1 etbk, les ŕeseauxL1,. . . ,Lk−2

sont inchanǵes, ainsi queLk,. . . ,Ln. SeulLk−1 est modifíe. Plus pŕeciśement,
on gardeb∗1,. . . ,b∗k−2, et b∗k−1 devientb′k−1

∗ = b∗k + uk,k−1b
∗
k−1, donca2

k−1 devient
a′k−1

2 = a2
k + u2

k,k−1a
2
k−1. DoncDk−1 est remplaće par

D′
k−1 = Dk−1

a2
k + u2

k,k−1a
2
k−1

a2
k−1

.

Mais justement, si on passe dans SWAP, c’est parce que la condition 2. de réduction
LLL n’est pas v́erifiée, c’est-̀a-dire parce que

a2
k < (3/4− u2

k,k−1)a
2
k−1,

soit
a2

k + u2
k,k−1a

2
k−1

a2
k−1

<
3

4
.

On a donc:D′
k−1 < 3

4
Dk−1.

Ainsi, chaque passage par SWAP multiplie le produitD1D2 . . . Dn par un fac-
teur3/4. Il suffit donc de montrer que ce produit est minoré par une constante ne
dépendant que du réseauL.
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Proposition 12 SiL est un ŕeseau de dimensionn, le quotient

γ(L) :=
min(L)

det(L)1/n

est majoŕe par une constante ne dépendant que den.

Preuve: En effet, ce quotient mesure la densité ∆ de l’empilement de sph̀eres
assocíe à L. Soit r =

√
min(L)/2. Les sph̀eres de centre les points du réseau

L et de rayonr sont d’int́erieurs disjoints (c’est le plus grand rayon possible..).
Soit E la réunion de ces sphères et soitP le paralĺelotope construit sur une base
{b1, . . . , bn}:

P = {x1b1 + · · ·+ xnbn | 0 ≤ xi ≤ 1}.
Le volume deP estégalà

√
det(L). Le volume deP ∩ E estégal au volume

d’une sph̀ere de rayonr, c’est-̀a-direà rnπn où πn est le volume de la sphère de
rayon1 et de dimensionn. On a bien ŝur

∆ =
vol(P ∩ E)

vol(P)
≤ 1

soit

rnπn√
det(L)

≤ 1

ou encore (
min(L)

det(L)1/n

)n/2
πn

2n
≤ 1.

Terminons maintenant la démonstration de l’algorithme LLL: La proposition
préćedente montre que

γk := sup
L⊂Rk

γ(L)

est fini. On a donc, pour les réseauxLk,

Dk ≥
(

min(Lk)

γk

)k

≥
(

min(L)

γk

)k
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et le produitD1 . . . Dn est bien minoŕe par une constante positive ne dépendant
que du ŕeseauL.

3.2.5 Applications

L’algorithme LLL permet de ŕesoudre des problèmes, qui peuvent se ramenerà
la recherche de petits vecteurs dans un réseau. Initialement, les trois auteurs ont
obtenu gr̂aceà lui un algorithme polynomial pour la factorisation des polynômes
à coefficients entiers. Ce sujet nous entrainerait trop loin, nous décrivons main-
tenant quelques applications de LLL, notammentà la cryptographie.

Le probl ème du sacà dos L’un des premiers cryptosystèmesà cĺe publique
propośe était baśe sur le probl̀eme du sac̀a dos. Ce système aét́e “casśe” par
l’algorithme LLL.

Soit a1, a2, . . . , an et s des nombres entiers positifs. Il s’agit de répondrèa la
question:

Existe-t-il un sous-ensembleI ⊂ {1, . . . , n} tel ques =
∑

i∈I ai ?
Ce probl̀eme est connu pourêtre NP-complet. Cela signifie que tout problème

NP peut se ŕeduireà celui-ci. En particulier, comme on pense que NP6= P, il
n’aurait pas de solution polynomiale. Toutefois, il existe des cas particuliers pour
lesquels il est tr̀es facile de ŕepondre - on parle d’instances faibles.

Définition 17 On dit que le sac̀a dos est̀a super-croissance siaj >
∑j−1

i=1 ai

pour toutj.

Dans ce cas, il est trivial de reconnaitre si un entiers donńe est ou non la
somme d’un sous-ensemble desai. En effet, il suffit de proćeder de la façon
suivante (appelée em algorithme glouton):

• Déterminer le plus grand desai tel queai ≤ s

• Remplacers pars− ai

• Recommencer tant ques n’est pas plus petit que tous lesai.

Si, à la fin de la proćedure,s 6= 0 c’est ques ne se d́ecompose pas en sous-somme
desai; sinon, c’est qu’on a effectivement trouvé une telle d́ecomposition.
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En effet, sis = ai1+ai2+. . . ais , avecai1 < ai2 < · · · < ais , on a bienais ≤ s,
et s ≤

∑is
i=1 ai < ais+1. Doncais ≤ s < ais+1, etais est bien le plus grand des

ai plus petits ques. Noter que, dans le cas d’un sacà dosà super-croissance, la
décomposition si elle existe est unique.

Le cryptosyst̀eme propośe par Merkle et Hellmann en 1978 est le suivant:
Alice veut envoyer un message confidentielà Bob. Bob choisit un sac̀a dosà
super-croissancea1, . . . , an ainsi quew et m, avecm >

∑n
i=1 ai, et (w,m) = 1.

Il calculebi = aiw mod m.

• La clé publique est:b1, b2, . . . , bn

• La clé privée est:m, w.

Lorsque Alice veut envoyer un messageε1, . . . , εn avecεi = 0, 1 à Bob, elle
calcules :=

∑n
i=1 εibi et envoits à Bob. Bob calculesw−1 modulom, puis ŕesoud

sw−1 =
∑n

i=1 εiai suivant l’algorithme glouton. Un attaquant est confronté au pb
de ŕesoudres =

∑n
i=1 εibi pour le sac̀a dos donńe parb1, . . . , bn qui n’est plus

à croissance rapide. Merkle et Hellmann proposent comme choix de paramètres
a1 ' 2n, a2 ' 2n+1, . . . , an ' 22n.

Lagarias et Odlysko ont montré comment utiliser LLL pour ŕesoudre une cer-
taine famille de sac̀a dos: les sac̀a dos de basse densité.

Définition 18 La densit́e d’un sac̀a dosa1, a2, . . . , an est la valeurd = n/ log(max(ai, 1 ≤
i ≤ n)).

À a1, a2, . . . , an, s on associe le ŕeseauL de dimensionn+1 deRn+2 engendŕe
par les colonnes de la matrice:

B =


Ka1 Ka2 . . . Kan −Ks

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 1


Si on notee1, e2, . . . en+1 les colonnes de B, et six =

∑n
i=1 xiei ∈ L, on a

x · x = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+1 + K2(x1a1 + · · ·+ xnan − xn+1s)

2.
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Une solution du sac̀a doss =
∑n

i=1 εiai correspond̀a un vecteurx = ε1e1 +
· · ·+εnen+en+1 appartenant̀aL, avecx ·x = wt(ε)+1 ≤ n+1. Quitteà changer
s en

∑n
i=1 ai−s, on peut m̂eme se rameneràx ·x ≤ (n+1)/2. Si on choisitK tel

queK2 > (n + 1)/2, tout vecteurx =
∑n

i=1 xiei deL vérifiantx · x ≤ (n + 1)/2
est tel que:x1a1 + · · ·+xnan = xn+1s. L’id ée est donc de rechercher par LLL des
vecteurs de petite norme dans ce réseau, qui auront de bonnes chances de fournir
une solution au sac̀a dos.

Plus rigoureusement, on peut montrer que, si le sacà dos est de basse densité,
la probabilit́e d’existence d’un vecteur du réseau de norme inférieureà (n + 1)/2,
qui n’est pas une solution du sacà dos (i.e. dont le coefficients ne sont pas des0
et des1), tend vers0 quandn tend vers+∞.

Relations de d́ependance lińeaire ou alǵebrique: soitz1, . . . , zn ∈ C des nom-
bres complexes. On cherche une relation de dépendancex1z1 + · · · + xnzn = 0
avec lesxi entiers. Par exemple, si leszi sont les puissances successives d’un
même nombre alǵebriqueα, cela revient̀a chercher un (multiple du) polynôme
minimal deα. On consid̀ere la forme quadratique surZn

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

n + N | x1z1 + · · ·+ xnzn |2 .

PourN assez grand, lesx ∈ Zn tels queq(x) soit petit vont certainement
vérifierx1z1 + · · ·+xnzn = 0. Par l’algorithme LLL, on ŕeduit la base canonique
deZn, et les vecteurs de la base réduite contiennent très probablement des petits
vecteurs, v́erifiantx1z1 + · · · + xnzn = 0 (remarquons que, une fois trouvés des
xi candidats, on peut toujours vérifier à post́eriori la relation). Cette ḿethode
donne m̂eme un algorithme de factorisation des polynômesà coefficients dansZ,
en appliquant ce qui préc̀edeà une racine du polyn̂ome.
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